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Tópicos das aulas

1) Introdução à óptica não linear, PNL e χNL

2) Equação de ondas não linear (SVEA)

3) Cálculo da susceptibilidade óptica

4) Índice de refração dependente da intensidade

Referências: 
• R. W. Boyd, Nonlinear Optics, 3ª ed.
• Y. R. Shen, The Principles of Nonlinear Optics
• N. Bloembergen, Nonlinear Optics

http://www.fotonica.ifsc.usp.br presentations

http://www.physics.gatech.edu/frog/lectures/OpticsI/lectures/OpticsI-22-NonlinearOptics.ppt

http://www.fotonica.ifsc.usp.br/
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1.1) Polarização não linear

• Efeitos ópticos não lineares já eram observados 
no século 19: efeito Pockels, efeito Kerr.
Efeito Raman em 1923.

• Óptica não linear: estuda fenômenos devidos às
modificações das propriedades ópticas de um 
material pela presença de luz.

• Os altos campos produzidos por lasers possibi-
litaram, a partir de 1960, a descoberta de novos
efeitos não lineares: geração de harmônicos de 
várias ordens, espalhamento Raman estimulado, 
auto-focalização, etc.
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Interação luz-matéria – tratamento semi-clássico

Equação de Schrödinger ⇒ χ
P = ε0χE

E

Fourier,
superposição
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• As propriedades ópticas de um material são 
definidas pela susceptibilidade elétrica, χ .

• Num meio linear P(t)= ε0 χ(1)E(t).

χ(1) independe de E
Im(χ(1)) é proporcional a k
Re(χ(1)) é proporcional a n
Birrefringência e dicroismo

P(t)= ε0 χ(E)E(t)= ε0 χ(1) E(t)+ ε0 χ(2)E2(t) + ε0 χ(3)E3(t)

= P(1)(t) + P(2)(t) + P(3)(t)

Meio transparente (sem absorção) e sem dispersão,

isto é, com resposta instantânea

• Num meio não linear

P(t)= ε0 χ(E)E(t)= ε0 χ(1) E(t)+ ε0 χ(2)E2(t) + ε0 χ(3)E3(t)

= P(1)(t) + P(2)(t) + P(3)(t)

Meio transparente (sem absorção) e sem dispersão, 

isto é, com resposta instantânea
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Na óptica não linear, o campo deve ser geralmente alto 

P = 20 W   w0 = 20 μm

I0 = 2P/π(w0)
2 ⇒ I0 = 3x1010 W/m2

I0 = (1/2)cnε0(E0)
2 ⇒ E0 = 4x106 V/m

I0 = 10 GW/cm2 = 1014 W/m2 ⇒ E0 = 108 V/m

Eatômico = 1010 V/m 

Laser pulsado!
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P(t)= ε0 χ(E)E(t)= ε0 χ(1) E(t)+ ε0 χ(2)E2(t) + ε0 χ(3)E3(t)

1.2) Breve descrição dos processos não lineares

Geração de segundo harmônico

Meio transparente com resposta instantânea
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Geração de segundo 
harmônico
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Geração de soma e diferença de frequências
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Oscilação paramétrica

ω1+ ω2: geração de soma de frequências

ω1 - ω2: geração de diferença de frequências
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Polarização de terceira ordem

Caso monocromático:

3ω: geração de terceiro harmônico

ω: índice de refração dependente da intensidade

n2 = (3/4)χ(3)μ0/n0
2

Auto-focalização
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Polarização de terceira ordem – caso geral

44 componentes de frequências diferentes:
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Exemplos
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Processos não paramétricos 

Bistabilidade óptica 

Absorção saturável 
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Absorção de dois fótons 

Espalhamento Raman estimulado 
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A equação de ondas
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1.3) Definição formal da susceptibilidade não linear

Constante dielétrica



20



21

1.4) Susceptibilidade de um oscilador não harmônico 

Meio não centro-simétrico
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1.5) Propriedades da susceptibilidade não linear 

Consideremos a mistura de ondas ω1, ω2 e ω3 = ω1+ ω2

(6+6)*27= 324 componentes tensoriais! Mas existem restrições.....



25

Número de valores independentes de χ(2)
ijk

324 possíveis

324/2 ⇒ 162 possíveisRealidade do campo

81 possíveis

Permutação intrínseca

27 possíveis

Meios sem perda χ (2) é real pois γ é nulo

=
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18 possíveis

GSH, notação contraida

10 possíveis

Simetria de Kleinman

<10 possíveisSimetria cristalina

Se ωm,n << ω0, χ independe de ω
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Equações de Maxwell
ε0 = 8.854x10-12 F/m  e  μ0 = 4πx10-7 H/m 

2.1) Equação de ondas não linear



3Constante dielétrica
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2.2) Equações para a soma de frequências
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SVEA

Caso escalar unidimensional:
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famosa e popular SVEA

Geração de soma de frequências
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Procedendo da mesma forma,

Se utilizarmos a conjectura de Kleinman, 
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Sem depleção:
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2.3) Relações de Manley-Rowe

Vamos considerar 3 ondas: ω1, ω2 e ω3 = ω1+ ω2

∗ε= ii0ii AAcn
2
1I

e utilizando a conjectura de Kleinman, 

Considerando a irradiância total:
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I/ω = n0 de fótons/área/tempo

2.4) Geração de soma de frequências

ω2 muito forte, ω1 fraco
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Considerando inicialmente o caso em que Δk=0 (phase matching)

que representa a equação de um oscilador harmônico.

Usando a condição inicial A3(0)=0 e A1(0) dado, obtemos:
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Consideremos a seguir o caso em que Δk≠0 (sem phase matching) 
e tomemos como soluções tentativa:

e
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Usando a condição inicial A3(0)=0 e A1(0) dado, obtemos:
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ω3 muito forte, ω2 nulo em z = 0

2.5) Geração de diferença de frequências
e amplificação paramétrica
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Considerando inicialmente o caso em que Δk=0 (phase matching)

Usando a condição inicial A2(0)=0 e A1(0) arbitrário, obtemos:
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Considerando o caso em que Δk≠0 (sem phase matching)
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2.6) Geração de segundo harmônico
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Como Ij=(1/2)cnjε0│Ej│2 , definimos:
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Considerando o caso em que Δk=Δs=0 (phase matching)

⇒
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Equação padrão –
funções elípticas de Jacobi



21

Consideremos o caso Γ = 0, com cosθ = 0, em particular senθ = -1

cuja solução é: . Para u1(0) =1 e u2(0) = 0, 
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Considerando o caso em que Δk=Δs≠0 (sem phase matching)
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2.7) Considerações sobre casamento de fase

Geração de segundo harmônico sem depleção
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θ
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Para que se incomodar em calcular χ ?

3.1) Introdução

c) Permitem a obtenção de valores numéricos de χ(n)

b) Mostram também as simetrias internas de χ(n)

a) As expressões obtidas mostram a dependência de χ(n) com os parâmetros 
do material (momento de dipolo de transição e níveis de energia)

Mostram ainda o engrandecimento por ressonância porque aparecem 
os níveis reais envolvidos no processo

Estratégia para o 
enhancement do THG

2



3.2) Cálculo da susceptibilidade não linear com a 
equação de Schrödinger

Átomo livre

3



Método perturbativo

com 0≤λ≤1

Substituindo na equação de Schrödinger e coletando termos 
com a mesma dependência em λ:

equação para o átomo livre

Condição inicial:

Combinação linear:
4



Substituindo, 

onde:

Usando a ortonormalidade, 

Amplitude de primeira ordem:  al
(0) = δlg

5



Amplitude de segunda ordem:

Amplitude de terceira ordem:

Susceptibilidade linear:

6



ε0

ε0
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Susceptibilidade de segunda ordem:
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ε0

ε0
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Susceptibilidade de terceira ordem:

10
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3.3) Cálculo da susceptibilidade não linear com o 
formalismo da matriz densidade

Na notação de Dirac,

12



Definição da matriz densidade

Evolução temporal da matriz densidade

Equação de Liouville

onde a relaxação foi Introduzida fenomenologicamente

13



3.4) Teoria da perturbação para o cálculo da evolução
temporal da matriz densidade

com 0≤λ≤1
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3.5) Cálculo da susceptibilidade linear pela matriz densidade

ε0

ε0

ε0

Ressonante Anti-ressonante
15



3.6) Cálculo da susceptibilidade de segunda ordem
pela matriz densidade

ε0 16



ε0
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ε0

ωp+ ωq ↔ iωq↔ jωp↔ k
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3.7 – Correção de campo local para a susceptibilidade 
não linear

Efeito do campo local na óptica linear

ε0

Efeito do campo local na óptica não linear

n2 n2n2

22



n2 n2 n2 n2

23
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Vamos tratar o caso:

4.1) Descrição do processo

2



4.2) Natureza tensorial da susceptibilidade 
de terceira ordem

Mas para um material isotrópico como vidro, líquido ou gas, no caso
geral de frequências arbitrárias, 

χ(3) éé um tensor de quarta ordem e para cristais com baixa simetria 
pode possuir 81 elementos independentes e não nulos. 

Para efeito degenerado, χ1122 = χ1212  (permutação intrínseca)

3
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Propagação por um meio isotrópico

Luz circularmente polarizada

Luz linearmente polarizada

Luz elipticamente polarizada

5



4.3) Não linearidades eletrônicas não ressonantes

Tempo de resposta:

Modelo clássico do oscilador não harmônico

Modelo quântico sem amortecimento
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4.4) Não linearidades devidas à orientação molecular

Para o CS2, n2 = 3x10-14 (cm2/W)
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4.5) Não linearidades térmicas

T1: acréscimo de temperatura induzida pelo laser

τ ≈ 1 ms
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4.6) Auto-focalização e outros efeitos transversais

Auto-focalização

Filamentação

Auto-aprisionamento
(sóliton espacial)

P > Pcr

P >> Pcr
9



Examples of beam filamentation

All peak powers are in the 15 to 35GW/cm2 range. All beams began life smooth!10



Modelo simples do processo de auto-focalização (desprezando difração)

Princípio de Fermat: todos os raios com mesmo caminho óptico
⇒ = constante

≈

Ângulo de auto-focalização

11



Considerando a difração,
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Auto-aprisionamento

Para o CS2, n2 = 3.2x10-14 cm2/W, n0 = 1.7, Pcr(1μm) = 2.7 kW.
Para vidros e gases típicos, 5x10-16 ≤ n2 ≤ 5x10-15 cm2/W e 0.2 ≤ Pcr ≤ 2 MW.
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Descrição matemática dos efeitos de auto-ação

Em apenas uma dimensão (guia de onda planar)

Esta equação possui uma solução do tipo:

14
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Z-scan

www.optics.unm.edu/sbahae/z-scan.htm

http://www.optics.unm.edu/sbahae/z-scan.htm


4.7) Conjugação de fase
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Vemos que a ação de um conjugador de fase ideal é tripla: 
1) O vetor unitário complexo da polarização é substituído pelo seu 

complexo conjugado. Por exemplo, luz σ+ continua σ+ ao invés de ser 
convertida em σ- como num espelho de alumínio. 

2) As(r) é substituído pelo seu complexo conjugado, indicando que a frente 
de onda é invertida, como indicado na figura.

3) ks é substituido por -ks, mostrando que a onda incidente é refletida 
sobre si mesma (reversão temporal)
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Correção de aberração por conjugação de fase
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Correção de aberração por conjugação de fase
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Conjugação de fase por mistura de quatro 
ondas degeneradas
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4.8) Bi-estabilidade e chaveamento óptico
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Cavidade em ressonância: kl = π

Bi-estabilidade absortiva
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Bi-estabilidade refrativa

26



27



Chaveamento óptico
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4.9) Mistura de dois feixes
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4.10) Propagação de pulsos e sólitons temporais

Exemplo: 

c

Automodulação de fase
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/d0/Self-phase-modulation-en.svg


Equação de propagação do pulso

≈
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http://en.wikipedia.org/wiki/File:Temporal_soliton_explanation.svg
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Sólitons temporais ópticos
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